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1 引言
主成分分析（PCA）是统计分析法中的一种重要方

法，在系统评价、故障诊断、质量管理和发展对策等许多

方面都得到广泛的应用[1]，常用来提取数据的主要特征，

降低数据特征间的相关性。传统的 PCA通过特征值分

解来进行特征提取，当样本集不服从高斯分布时，分解

出的主成分不相互独立[1]，且离群样本极易影响 PCA的

运算精度。2008年 Nojun Kwak提出了一种基于 L1范

式的最优化技术[2]，不同于传统的基于L2范式的PCA算

法，上述算法通过迭代算法得出投影向量，得到局部的

最优解对，有效地抑制了离群点对运算结果的影响，增

强了算法的鲁棒性。2015年Søren Hauberg等人发现在

零均值数据集中，每个观测点跨越了单维子空间，与格

拉斯曼流形中的一个点相对应，而平均子空间与高斯

数据的主成分相对应，于是提出了基于格拉斯平均

（Grassmann Average，GA）的PCA算法[3]，增强了算法的

扩展性，也在一定程度上减少了数据中离群点的影响，

然而它的分析过程中没有引入合理的衡量样本重要性

的权值度量，其对噪声或离群点的抗干扰能力还有待进

一步的提高。

为了进一步增强基于GA的PCA算法的鲁棒性，提

出一种基于样本加权的格拉斯曼平均算法。该算法通

过格拉斯曼平均值的计算解决了降维处理和模型可扩

展性的问题，同时通过计算类内当前样本与其他样本在

空间中的相似性，在子空间的学习过程中挑选出一些重

要的样本数据，并给予它们较高的权重，降低离群样本
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对算法性能的影响，为建立训练样本的判别子空间提供

了有效的依据，提高了算法的识别率和对离群点的鲁棒性。

2 相关工作
将处理的样本矩阵定义为：

X =[x1 ,x2,⋯,xn]∈Rd× n （1）

其中，xi(i∈[1,n]) 为一个列向量，表示每个数据点，各样

本的维数为 d 。Søren Hauberg等人发现平均子空间即

对应为数据集的第一主成分。在接下来定义第一主成

分对应的平均子空间。

格拉斯曼流型 Gr(k,d) 是空间 Rd 的所有 k 维线性

子空间的集合，样本 xi 是 Gr(1,d) 上的一个点。 Gr(1,d)

可以改写成单位球面的形式，即 Sd- 1

{±1}
[3]。

将 Gr(1,d) 上的点可记作如下形式：

[xi]= {xi , -xi} （2）

其中 [xi]=[-xi] 。对于给出的观测点，可将它的跨越子

空间记作 [ui]=±xi/||xi||，而它的符号是未知的。

对于零均值数据集 x1:n ⊂Rd ，它的加权平均通常

被定义成使加权平方和距离最小的量[3]：

[q]= argmin
[v]∈Gr(1,d)

∑
i = 1

n
wndist 2Gr(1,d)([un],[v]) （3）

其中 distGr(1,d) 表示 Gr(1,d) 上的距离。将公式（3）中的

distGr(1,d) 改写成 distSd- 1 的形式可以得到以的公式[7]：

dist 2Gr(1,d)([u1 ,u2])=min{dist 2SD- 1(v1 ,v2)} （4）

其中 v1 ∈[u1],v2 ∈[u2] ，对于任意的满足式（2）的 [q]∈

Gr(1,d),其中任意 q∈[q]⊂ Sd- 1 都必存在 u1:n ⊂[u1:n]⊂

Sd- 1 ，因此 q 可以改写成用 distSd- 1 表示的形式：

q = argmin
v∈ Sd- 1

∑
i = 1

n
||xi||dist 2Sd- 1(ui ,v) （5）

为了提高算法的处理速度，Søren Hauberg 等人将

球面距离 distSd- 1(u1 ,u2) 定义为：

dist 2Sd- 1(u1 ,u2)= ||u1 ,u2||2/2 = 1 - uT
1 u2 （6）

对于任意 u1:n ⊂ Sd- 1 的加权平均可表示成[8]：

q =
μ(w1:n ,u1:n)
||μ(w1:n ,u1:n)||

（7）

其中的 μ 为欧几里德加权平均：

μ(w1:n ,u1:n)= (∑
i = 1

n
wi)-1∑

i = 1

n
wiui （8）

在将各观测量当作子空间前，需要对 xi(i∈[1,n]) 进
行归一化，因此选取权重：

wi = ||xi|| （9）

由公式（6）和公式（7）可以推出：

dist 2Gr(1,d)([u1],[u2])= 1 - |uT
1 u2| （10）

[q]= argmax
v∈ Sd- 1

∑
i = 1

n
|xT

i v| （11）

GA算法每次迭代的时间复杂度为 O(n,d) 。Søren

Hauberg等人经实验证明，GA算法在主成分提取上比普

通 PCA算法的鲁棒性更高。上述算法只计算数据集的

第一主成分，在这里规定数据集的各成分之间相互正

交，通过去除样本集中已估计出的主成分，可进一步估

计出剩余数据的下一主成分。

去除掉当前数据集中的第一主成分，将数据集更新

成如下形式：

X̂ =X - qT(qX ) （12）

将 X̂ 作为新的样本集代入上述 GA 算法就可以迭

代求出其余的主成分。

3 基于样本加权的格拉斯曼平均算法
传统 PCA 算法没有对样本进行加权处理，离群样

本与其他样本对算法产生的影响是相同的。要通过为

离群点赋予很小的权值 [4]，提高 PCA 的鲁棒性，降低异

常值对算法运算精度的影响。采用高斯函数求出样本

的权重矩阵Wn × n ，计算公式如下：

Wij = exp(-||xi - xj||2/τ) （13）

其中 τ 是一个超参数。 D(i) 被定义为在 d 维空间中数

据点 xi 与其他数据点相似性的总和，而矩阵W 为一对

称矩阵，从而得到 D(i) 的计算公式如下：

D(i)=∑
j = 1

n
Wij =∑

j = 1

n
ji （14）

其中 D 是一个 n 维向量，该向量的每一个成分都表示

了数据点 xi 的全局密度，而数据点的权重 p(xi) 则与对

应点的密度成正比[5]：

p(xi)=D(i)/∑
i = 1

n
D(i) （15）

虽然等式（14）和（15）提供了一种权重策略，但是它

考虑了数据的所有可能数据点。还需要考虑数据的内

在特性，即数据的分布是不平均的。即使是同类数据，

它们之间的分布也可能比较分散，甚至也有不同类数据

分布比较接近的可能，即位于边界上的数据点[6-7]。对于

个 xi 数据点，搜索它的 k 个最近邻点，表示为 y1 ,y2 ,⋯,
yk 。当类别信息提供时，搜索同类内的 k 个最近邻点。

利用这些信息计算每个样本的局部权重，表示为：

P̂i(xi)= {∑
k = 1

k
exp(-||xi - yj||2/τ)}/k （16）

当类别信息没有提供时，并没有采用等式（15）去归

化权重，直接利用了等式（16）。很显然 P̂(xi) 位于[0，1]

区间。但是对于分类问题，由于类别信息是已知的，所

以考虑在等式（16）的基础上继续归化权重，使得每类样

本的权重之和等于 1。因为在原算法中，式（8）中的权重

如式（9）所示，即选取了数据的模，仅完成了数据的归一

化，从而得到等式（11）的优化模型，很显然等式（11）没
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有对各数据的离群点进行判别和抑制，致使这种子空间

的投影没有去除掉异常样本的影响。为了找到上述的

格拉斯曼平均子空间，在权重的基础上，提出了下面的优

化模型，表示为：

[q]= argmax
v∈ Sd- 1

∑
i = 1

n
p̂i(xi)|xT

i v| （17）

对于模型（17）提出了下面算法。

算法1 加权的格拉斯曼平均

（1）对于每个数据点，计算每个数据点的 k 最近邻

点，利用等式（16）计算每个样本的权重。

（2）q(0) 初始化为随机的 d 维列向量，令 q(0)= q(0)/
||q(0)||，并将迭代次数 j 初始化为1。

（3）任意样本 xi 带上权重 p(xi) 后取符号位 ∂i( j)=

sign(p(xi)xT
i ⋅ q( j - 1)) 。

（4）q( j)=
(∑
i = 1

n
∂i( j- 1)⋅ p(xi) ⋅wi

xi

||xi||
)









(∑

i = 1

n
∂i( j- 1)⋅ p(xi) ⋅wi

xi

||xi||
)
, j = j + 1 ，其

中 wi = ||xi||。

（5）若  q( j)- q( j - 1) ≥ ε 且小于最大迭代次数 M ，

执行第（3）步，否则，提取成分 q( j) 作为当前数据的第一

主成分。

显然算法 1仅仅取得了一个投影向量，除去计算权

重时的复杂性，算法 1 的计算复杂性是 O(ndM ) ，其中

M 是最大的迭代次数。同时，算法的尺度性较好。在

实际情况下，往往利用 x̄i = xi - qTqxi 处理每个数据点

来得到新的数据点，然后在新的数据点的基础上得到另

外一个投影向量。当一个投影向量得到后， x̄i
2
可以

表示第 i 个数据点的重建误差，根据  x̄i
2
的大小，就可

以找到样本集中包含的离群点[8]。这样可以根据重建误

差对每个数据点排序，去除重建误差比较大的数据点，

进而尽可能地去除掉离群点[9]。当然可以利用数据点的

重建误差重新计算权重，从而提高计算权重的鲁棒性。

4 实验结果

4.1 人脸重建
人脸重建实验用到的数据库是 ORL 人脸库，有 40

人，总共 400 张照片。为了提高速度，把分辨率为 92×

112像素的图像减小到 56×46像素，并在其中的 10幅图

像中引入随机噪声。对于每张照片，每个像素都可被视

为一个输入变量，从而组成了维度为 2 576的空间[10]。

对于得到的 2 576×400的数据集，取特征向量个数

20，并分别采用 PCA、GA、SWGA 三种方法进行实验。

实验结果如图 1所示。图 1第一列为带有随机噪声的图

像，第二列为 PCA 的重建结果，第三列为 GA 的重建结

果，第四列为本文提出算法的重建结果。从图 1可以看

出，本文的方法对处理随机噪声有很好的结果。

通过上述实验，已经实现了通过一部分的特征完成

人脸的重建，然后再利用原始的未被遮挡的图像计算平

均重建误差 ē(m) [11]：

ē(m)= 1
n∑i = 1

n 







xorg

i -∑
k = 1

m
wkw

T
k xi

2

（18）

其中 m 为提取的特征向量的个数，n 是样本总数，在本

实验中 m 取 20，n 取 400，xorg
i 和 xi 分别是第 i 个原始

的未被遮挡的图像和相对应的第 i 个被遮挡的图像。

图 2表示了 GA 和本文方法的重建曲线。由图可见，改

进的基于样本加权的GA算法的平均重建误差小于GA

算法的平均重建误差。

检查算法的收敛性，其收敛性结果如图 3所示。即

随着迭代次数的增大，目标值是几乎稳定的。由图可

知，它的收敛速度较快。

4.2 UCI数据分类
实验使用 UCI 数据学习库中的 6 个数据集 iris、

wine、Isonosphere、heart、sona、glass 对 PCA、GA、SWGA

进行性能比较。实验中，SWGA的初始化投影样本矩阵

的最大 2 范数投影，分别考虑了每一类内样本的权重。

将样本权重中的 τ 限制在一定的区间，并选择最好的参

数。对每一个数据集，运用 5 倍交叉验证进行实验，并

图1 原图像和各种算法的重建图像
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选用 1—最近邻分类器进行分类。在进行训练之前，训

练集中的每个输入变量都被标准化成均值为0、方差为1

的变量 [12]。测试集中的变量也运用训练集的均值和方

差进行标准化。

表 1列出了实验结果，从表中可以发现SWGA性能

在这 6个数据集中均优于其他两种方法。因此，在很多

情况下，SWGA 的性能高于 PCA 和 GA，对应的所需提

取的特征数也比其他两种方法少，这说明增加样本的类

内权重可以较大地提高分类准确度。

5 结束语
PCA[1]是一种进行数据分析和降唯处理的有效方

法，然而在数据处理应用方面，它易受离群点的影响，而

格拉斯曼平均（GA）为子空间的估算提供了一种简单高

效且可扩展的途径。在此基础上，引入了样本加权，为

每个数据点赋予不同的权重，成功实现了数据的判别分

析和对离群点的抑制，与其他特征提取方法和分类方法

相比，本文提出的算法具有更高的识别率 [13]，且在人脸

重构[14]方面具有更优的重建误差。
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表1 三种算法的最优分类率及其对应的特征数
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图3 SWGA的收敛性结果
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